Trasformazioni geometriche - 2

Le isometrie non sono le uniche trasformazioni geometriche. Basta osservare le ombre degli oggetti per capire che ne esistono alcune in cui le dimensioni cambiano. Se ad esempio disponiamo un oggetto di forma rettangolare parallelamente alla parete di una stanza e lo illuminiamo con una lampada, l’ombra è ancora un rettangolo, ma con le dimensioni maggiori.
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Gli ingrandimenti di una figura, così come le riduzioni, sono trasformazioni che si chiamano omotetie e sono così definite:

dato un  punto O e un numero reale k, diverso da zero, si chiama omotetia di centro O e rapporto k la trasformazione geometrica che associa al punto P del piano il punto P’ con le proprietà:;

· P’ appartiene alla retta passante per P e O;

· 
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· Se k>0, P’ sta dalla stessa parte di P rispetto a O

· Se k<0, P’ e P stanno da parti opposte rispetto a O-

Se k=1 la trasformazione è un’identità, se k=-1 una simmetria centrale, se k>1 o k<-1 un ingrandimento, se infine -1<k<1 una riduzione.
Le omotetie trasformano rette parallele in rette parallele, mantengono inalterate le ampiezze degli angoli e il rapporto tra le misure. Ad esempio un rettangolo di lati che misurano 3u e 4u si può trasformare in uno con i lati di misure 3w e 4w. Le aree di due figure che si corrispondono in un rapporto di omotetia k, sono in corrispondenza nel rapporto k2. 

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	

	  
	


Se il lato raddoppia l’area quadruplica

Le equazioni di una omotetia di centro l’origine del piano cartesiano e rapporto k sono:
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Componendo una omotetia con una isometria, si ottiene un’altra trasformazione geometrica, detta similitudine, le cui equazioni sono:
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    (similitudine diretta)

oppure
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     (similitudine inversa)
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                                      Figure omotetiche                                                           Figure simili

Chiaramente una omotetia è una particolare similitudine e anche una identità può essere considerata una particolare similitudine.

Attraverso la similitudine si può determinare una distanza che non si possa misurare direttamente. Ad esempio, se si volesse misurare la distanza tra una sponda e l’altra di un fiume, (punti A e B nella figura) si possono fissare dei riferimenti (C, D, E e F) sulla stessa sponda di B, in modo che A, E, F siano allineati (lo si può fare con lo strumento, chiamato teodolite, usato dai geometri). Poiché i triangoli ACF e EDF sono simili, tra i loro lati sussiste la proporzione AC:ED=CF:DF, in cui l’incognita è la misura AC. Sottraendo da quest’ultima la misura BC, che si può ottenere direttamente, se ne deduce la misura di AB.


[image: image8]Eratostene, astronomo greco vissuto ad Alessandria nel III secolo avanti Cristo, applicò la similitudine per determinare il raggio terrestre e Talete sfruttò la proporzionalità tra i lati dei triangoli simili per misurare l’altezza di una piramide o trovare la distanza di una nave dal porto (approfondimenti in appendice).
Abbiamo detto che se disponiamo un cartoncino parallelamente a una parete e lo illuminiamo con una lampada, otteniamo una figura che ha la stessa forma. Se invece il cartoncino non è parallelo allo schermo, si ottiene una figura che mantiene alcune delle caratteristiche dell’oggetto illuminato, ma non tutte:
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L’oggetto illuminato non è parallelo allo schermo: l’ombra

 di un rettangolo illuminato è un trapezio
Si può infatti osservare che rette vengono trasformate in rette, ma non sempre si mantiene il parallelismo e cambiano la forma e l’ampiezza degli angoli.
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Questo tipo di trasformazione è una proiettività e le sue equazioni sono:
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Il parallelismo può essere conservato se si allontana la sorgente luminosa puntiforme (la lampada) dall’oggetto illuminato, disposto non parallelamente allo schermo, oppure se l’oggetto è illuminato dai raggi del sole, che sono tra loro paralleli; in questo caso un rettangolo si trasforma in un parallelogramma. 
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Si tratta di una affinità, le cui equazioni sono:
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 ,
con la condizione 
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Riassumendo quanto visto e sfruttando la rappresentazione schematica del testo di Bergamini-Trifone-Zagnoli, Manuale di matematica, (ed. Zanichelli), le trasformazioni fin qui analizzate si possono così classificare:

	trasformazione
	
	Proprietà invarianti

	
	
	

	Identità
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	            Tutte

	Isometria
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	1. continuità

2. allineamento

3. parallelismo

4. forma

5. distanza


	Similitudine
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	1. continuità
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	Affinità
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	1. continuità

2. allineamento

3. parallelismo



	Proiettività
	
[image: image20]

	1. continuità

2. allineamento




APPENDICE
I PROSPETTOGRAFI
Le proiettività e la geometria proiettiva sono strettamente connessi allo studio della prospettiva. A questo proposito sono dispositivi curiosi i prospettografi, costruiti per disegnare oggetti in prospettiva. I primi esempi risalgono al XV secolo; sono strumenti che coniugano ragionamenti astratti con abilità pratiche, caratteristiche importanti della rivoluzione scientifica. La figura che segue mostra in che modo si può rappresentare su un foglio un oggetto disposto orizzontalmente. Il dispositivo è costituito semplicemente da un tavolo, sul quale è appoggiata verticalmente una lastra di vetro, attraverso la quale il disegnatore vede l’oggetto sul tavolo e lo riproduce.  
[image: image21.emf]
Uno studio interessante sui prospettografi è stato effettuato da Michela Maschietto, dell’Università di Modena e Reggio Emilia, e si trova all’indirizzo: http://galileo.cincom.unical.it/convegni/cd_ma&ic/English/ atti/
Paper%20completi/MaschiettoMichela.pdf
STRANE  PROSPETTIVE

Maurits Cornelis Escher  è famosissimo per le sue opere sulle distorsioni geometriche e prospettive impossibili:
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 (riflessione sulla sfera: le rette si trasformano in curve)
e si rimanda agli studi specifici sull’autore. Vediamo invece un esempio meno famoso. Il dipinto che segue, del 1533, è di Hans Holbein il giovane e rappresenta Jean de Dinterville e Georges de Selve, ambasciatori del re di Francia Francesco I presso Enrico VIII Tudor.



In primo piano, sul pavimento, si nota uno strano oggetto. Si tratta di un  teschio, ma la sua deformazione prospettica (anamorfosi) lo permette di riconoscere solo se lo si osserva da un punto all’altezza degli occhi dei due personaggi, e in modo radente alla tela. Da quel punto il teschio appare così:
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ERATOSTENE
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TALETE

Talete nacque a Mileto, in Asia Minore, nel settimo secolo avanti Cristo. La sua figura è avvolta nella leggenda. I suoi testi, se ne scrisse, non si conoscono, ma il suo pensiero e le sue parole sono stati tramandati oralmente per secoli e secoli, testimoniando così la potenza del suo intelletto. Si dice che predisse l’eclissi solare del 585 a. C. e pare che abbia dimostrato il teorema che porta il suo nome; per questo motivo molti lo considerano il primo matematico della storia, fondatore della impostazione deduttiva della geometria. Talete sfruttò le proprietà dei triangoli simili per determinare la distanza di una nave dal porto e per misurare l’altezza delle piramidi.
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Plutarco, nel Banchetto dei sette saggi, scrive di quanto il re lo stimi:

Benché egli ti ammiri anche per altre cose, pure egli pregia sopra tutte la misura elle piramidi, giacché tu senza fatica alcuna e senza ricorrere ad istrumenti, ma col solo infliggere il bastone all’estremo dell’ombra proiettata dalla piramide, hai dimostrato, servendoti dei due triangoli risultanti dal contatto col raggio luminoso , che un’ombra ha all’altra lo stesso rapporto che la piramide al bastone.
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