Trasformazioni geometriche (1)

Una trasformazione geometrica è una corrispondenza biunivoca 
(: A(A

di un insieme di punti A in sé. Poiché ( è bigettiva, risulta definita anche la trasformazione inversa (-1, con la proprietà che (-1(((x)) = (((-1(x)) = x, cioè la composizione di una trasformazione con  la sua inversa dà l’identità.

Ad esempio se ( è la traslazione di vettore 
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[image: image3.wmf](

)

y

x

v

v

P

+

-

+

=

3

,

2

'

=
[image: image4.wmf](

)

4

,

6

-

. La trasformazione (-1 è la traslazione di vettore 
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; applicando in successione la trasformazione e la sua inversa (o prima l’inversa e poi (), si ottiene la trasformazione identità, che lascia fisso il punto P.

Oltre alle traslazioni, esistono altri tipi di trasformazioni geometriche, che ora classifichiamo e analizziamo.

ISOMETRIE

Le traslazioni hanno la caratteristica di trasformare una figura lasciandone invariate la forma e le dimensioni. Ad esempio un quadrato si trasforma in uno uguale che si trova però in un'altra parte del piano
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Le equazioni di una traslazione sono
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,
dalle quali è evidente che in una traslazione tutti i punti di una figura si spostano di segmenti di uguale lunghezza su direzioni tutte coincidenti o parallele tra loro. Esistono altre trasformazioni che come le traslazioni mantengono le distanze; fanno parte di un insieme di trasformazioni dette isometrie: una isometria è una trasformazione geometrica che lascia inalterate le distanze tra i punti. 
Se una figura, invece di essere spostata parallelamente a se stessa, viene fatta ruotare attorno a un centro O, mantiene comunque inalterate la propria forma e le dimensioni:
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Le equazioni di una rotazione sono:
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 rappresenta l’angolo di rotazione.


Si possono comporre trasformazioni dello stesso tipo (se si trasla una figura di un vettore 
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 e poi di un vettore 
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 ne risulta una traslazione di vettore 
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), oppure di tipi diversi: se si ruota una figura e poi si trasla, ne risulta una trasformazione di equazioni
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Domanda: che tipo di trasformazione si ottiene ruotando una figura attorno a un centro O e poi attorno a un centro O’?

Le isometrie più conosciute, se non altro per le numerose applicazioni in campo scientifico e in campo artistico, sono le simmetrie, che possono essere centrali o assiali.
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"Il centro del corpo umano è inoltre per natura l’ombelico; infatti, se si sdraia un uomo sul dorso, mani e piedi allargati, e si punta un compasso sul suo ombelico, si toccherà tangenzialmente, descrivendo un cerchio, l’estremità delle dita delle sue mani e dei suoi piedi". (Vitruvio, De Architectura)
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Esempi di simmetria nell’arte, Escher
http://comicsando.wordpress.com/il-fumetto/pop-art/pittura/disegno/maurits-escher/
http://www.mathacademy.com/pr/minitext/escher/
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Esempi di simmetria in natura

http://www.funghiitaliani.it/index.php?autocom=gallery


     


La simmetria nei cristalli di neve
http://lescienze.espresso.repubblica.it/multimedia/home/551639/5
L’equazione di una simmetria centrale di centro 
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, è l’equazione che si ottiene imponendo che C sia il punto medio del segmento di estremi P e la sua immagine P’:
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Una simmetria assiale, effettuata rispetto ad una generica retta r, è quella trasformazione che associa a un punto P il punto P’ che si trova nel semipiano opposto rispetto a r, ed è tale che r risulti l’asse del segmento PP’, cioè r sia la perpendicolare al segmento PP’ passante per il punto medio di quest’ultimo. La retta r è detta asse di simmetria. Ad esempio le equazioni di una simmetria rispetto all’asse x sono
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quelle di una simmetria rispetto ad una retta di equazione x=h, cioè parallela all’asse y, sono 
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mentre le equazioni di una simmetria rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante sono ad esempio
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Rispetto a una generica retta di equazione 
[image: image34.wmf]b

ax

y

+

=

, le equazioni della simmetria assiale sono molto più complesse:
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Tutto sommato conviene ricavare di volta in volta il simmetrico del punto P imponendo che la retta sia l’asse del segmento PP’.
Esempio. Determinare le coordinate del punto P’, simmetrico di P(2,-1) rispetto alla retta r di equazione y=2x+3.


La retta generica per P perpendicolare a r ha equazione 
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. La sua intersezione con r è il punto M di coordinate 
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. Ora basta imporre che M sia il punto medio del segmento PP’: 
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 per ottenere le coordinate P’: 
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. Si otterrebbe lo stesso risultato sostituendo a=2, b=3, x=2, y=-1 nelle equazioni generali.


Esiste un problema famoso, noto col nome di problema di Erone, che si risolve facilmente con la simmetria assiale. Questo è l’enunciato:
Problema di Erone: un uomo e un cavallo si trovano dalla stessa parte rispetto a un fiume, in due posizioni P e Q. L’uomo deve andare al fiume a prendere l’acqua da portare al cavallo per abbeverarlo. Si deve determinare il percorso per il quale la distanza è minima. 

[image: image41]
Per risolvere il problema innanzitutto si osserva che il percorso di minima distanza sarà costituito da due segmenti, che sono le curve di minor lunghezza che congiungono due punti. Si tratta poi di stabilire in quale punto del fiume si deve arrivare a prendere l’acqua. Se si considera il punto P’, simmetrico di P rispetto alla linea del fiume, ovviamente il tragitto P-fiume avrà la stessa lunghezza del tragitto P’-fiume. Quindi il problema si riduce a determinare il percorso più breve tra P’ e Q, che non è altro che il segmento P’Q, che incontrerà in un punto M il fiume. Basterà allora congiungere P con M per avere la soluzione definitiva.
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Con un ragionamento simile si può risolvere questo altro problema: determinare il triangolo con perimetro minimo tra tutti quelli che hanno la stessa base AB e una stessa altezza assegnata.
[image: image43]
Tutti i vertici C dei triangoli appartengono a una retta r parallela ad AB. Sia P un qualsiasi punto su r: il problema si riduce a determinare P in modo che AP+PB sia minima; per quanto già detto nel problema di Erone, basta considerare il punto A’, simmetrico di A rispetto a r, e congiungere A’ con B, per ottenere il punto M di intersezione tra A’B e la retta r.


[image: image44]
Poiché A’M=MB ( r è parallela alla base AB e passa per il punto medio del lato AA’ del triangolo AA’B, quindi deve passare anche per il punto medio M del lato AA’), cioè AM=MB, si conclude che il triangolo che risolve il problema è il triangolo isoscele di base AB: 

È interessante studiare il gruppo di simmetria di una figura; con questo termine  si intende rappresentare l’insieme dei movimenti rigidi che lasciano inalterata la figura. Ad esempio un cerchio possiede infinite simmetrie, costituite dalle infinite rotazioni attorno al centro e dalle infinite riflessioni attorno a un qualsiasi diametro.

Domanda: quante simmetrie ha l’Uomo di Vitruvio di Leonardo?

 Il gruppo di simmetria di un quadrato, che si indica con D4,  è costituito dalle quattro rotazioni di 90° e multipli di 90° attorno al centro e dalle quattro riflessioni rispetto alle diagonali e alle rette passanti per il centro e parallele ai lati, mentre il gruppo di simmetria di un rettangolo (indicato con D2) è composto soltanto da due rotazioni di 180° e due riflessioni. Le stelle hanno generalmente gruppo di simmetria D5, mentre il gruppo di simmetria del cubo ha 48 elementi: il cubo ha un centro, nove assi e 9 piani di simmetria, come evidenziano le immagini seguenti: 

(http://dinamico2.unibg.it/ctd/eracle/geom3d/t_s_risposta.htm)
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Centro di simmetria del cubo 
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Uno dei sei assi di simmetria passanti per i punti medi di due spigoli opposti 
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I sei assi di simmetria passanti per i punti medi di due spigoli opposti 
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Tre assi di simmetria passanti per i centri di due facce opposte 
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Uno dei tre piani di simmetria mediani 
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I tre piani di simmetria mediani 
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Uno dei sei piani di simmetria diagonali 

 

Curiosità

1. Esiste un teorema, chiamato teorema enorme, che classifica i gruppi finiti. Si chiama così perché la dimostrazione ha occupato circa 16000 pagine.

2. Esiste  un gruppo chiamato gruppo mostro M : è un gruppo finito di ordine
246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71

= 808017424794512875886459904961710757005754368000000000

≈ 8 · 1053.
“Si tratta di un gruppo semplice che quindi non ha nessun sottogruppo normale eccetto quelli composti dal solo elemento identità e dal gruppo M stesso” (http://it.wikipedia.org/wiki/Gruppo_Monster)
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